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6.- Nei && precedenti abbiamo incontrato alcuni procediment., 

per migliorare le informazioni che si posseggono in relazione ai risullaU 

di certe operazioni. Vogliamo dedicare qualche pagina a presentare o/(ri 

procedimenti di questo tipo clle,per Quonto in apparenza molto particolari, 

possono tuttavia offrire deglì spwlti didattici di utilizzazione delle macchi­

nette e di soluzione di problemi di matemotica. 

Presenteremo innanziwtto sommariamente /0 tearia 

dei procedimenti stessi;pensiamo invero cile questi richiami possano essere 

utili agli insegnanti,anche se non possono essere sempre trasferiti nello 

Insegnamento della scuola secondaria;in questa invece pensiamo che lo 

rappresentazione geometrica dei procedimenti stessi possa costituire, 

come vedremo,un utile esercizio di geometria ana/itica,diverso da quelli 

che vengono abitualmente presentati dai manuali scolastici. 

Supponiamo dunque che il problema do risolvere sia 

formUlato dicendo che si cerca lo soluzione di uno: equazione che può 

eSSere scritta nella formo: 

(l) 

~ f e ~ so~d\J~ {\I~1.ionj re.a./i della variabile reole r che soddisfano 
69 



. si cile enunceremo subito. 
a certe lpoLe . ,.. che il problema enullcia lo può essereTuttavia prLma osserV(Q ma 

consl'deralo come In tradUll'one del problema gel)metrico che consiste 

ne/la rIcerca. del pwt Lo (o dei punLi ) comuni alle due curve rappresenta Le 

. . a coordinate cartesiane orLogonali x,y dalle due equazioninel plano,rlspe tLo
 

. (2) Y=f(~) y=g(r)
 

Siano ora a e b due numeri reali e sia
 

(3) a< b
 

Indichiamo con
 l'insieme dei wlori reali ( intervallo ) $oddisracenU 

alle condizioni 

(4) 

e si abbia: 

(5) g(a»{(a) g(b)~f(b). 

In tulto l'intervallo l le due funzioni r e 9 abbiano deriva te 

prime,che indicheremo con f' e g' secondo il solito, e queste siano continue. 

Si abbia sempre in tutto l'inter\I(Jl!o 

(6) "(:r.)') O 

(7) g'(:r.) <O 

Più precisamente , Supporremo che esistano tre Costanti p,q," tali che 

si abbia per ogni J: di l ~ 

(8) "(z).> p.>Q>lg'(x)\>r> O. 

Indichiamo ora Con H l'frnieme dei valori di y ( intervallo ) 
soddisfacenti alle condizioni: 

(9) 
{(o)( Y<f(b) 

Da qlUlnto abbiamo supposto per la funzione f si trae Che, per ogni y 

appartenente alttinterwllo H ,esiste la funzione inversa della ((z.);esiste 

cioè una fU1tzione ,che indicheremo con, (y), tale che si abbia identicamen­
te 

(lO) y:(('fI(Y)) 

per ogni Y di H,ed anche 
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(lI)
 

per ogni ;r di /.
 

/nol'tre,sempre in forza delle ipotesi enunciate,per ogni valore di y apparte­

nente all'intervallo H esiste 

Id' clIP 
a erlvata ay che indicheremo anche con il 

il simbolo f' ,ponendo quindi 

(12) lP' ~ d.ep
d.y

e si avrà , per ogni y=f(x) , 

(13) ('(;x) • Cf '(y)=1 . 

Analogamente,sempre ill conseguenza delle ipotesi enuncia te,esiste, per 

ogni y appartente all'intervallo 

g(b) <. y <g(o)
 

lo funzione "P (y),inversa delta g(x);esiste cioè W7Q funzione 'P (y) tale
 

che sia
 

(14) y=g(~(y» r= ~(g(x» 

Tale fUJ1zione 'f avrà una derivata che indicheremo anche4;;
COn il simbolo '!J'(y),ponendo quindi ~ 

(15) ,+,I(y);: ~ I
 
e si avrà per ognI y=g(xJ :
 

(16) g'(I) . 11 '(y)=I. 

In conseguenza delle ipotesi,per noti teoremi di analisi matematica, 

esisterà nell 'intervallo l un valore reale (ed uno solo) co( che è radice 

della equazione (l),tale cioè che sia 

(17) f( o<)=g( rJ.. ) 

inoHre,per ogni valore x' della .r. soddisfacente alla limitazione 

(18) 

si avrà 

(l9J g(x') .., f(z') 

e viceversQ;e per ogni '~lore~ .x" dl' ;r soddisfacente alle limitazioni 

(20) 0<<" .r".(b 
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sì avrò 
g(1:") L:. (ix")(21) 

e viceversa. 
ilei && 2,le idee che abbiamo espressoowiamenle,secondo . 
determinare . a procedura l'Ile ci conduco a

cf interesso delermmare tlfl 

precedente.epiccoli,ci(lscuno contenulo ilei
degli ìnten;'Cllli sempre più 

eX de /la equo zione (1).ciascuno conlenen te lo rodlce 

informazioni elle abbiamo inIn questo modo miglioreremo le 

che 0\ appartiene al/' inLervol­parlell:o,secondo le quali sappiamo soltanto 

lo 1. 

l'n considerazione lo s.uccessione dE'i valoriAlai /'ille prenderemo 

di :r definita dalla equazione (a/le differenze finite J: 

(22) g(:r'f\ ) ={(:x....). 

Faremo vedere clle,nelle ipotesi ammesse per le fllnzioni r e 9 ,quando 

si scelgo,per \ulore di partenza x. un valore di 1: appartenente al/'interval­

lo I ,lo succe,>sione de finta dalla (22) converge aHa radice eX della equa­

zione (J),e che la convergenza avviene alternativamente con valori per 

difetto e per eccesso di o( ,In modo che si viene a determinare una 

successione di intervalli sempre più piccoli ai qllQli lo radice stessa ap­

partiene sempre. 

Lo procedura che conduce 0110 costrUZl9ne della successione 

definita dalla (22) è illustrato geometricamente dallo annessa {ig.l,la 

Quale mette in evìdenzo le caratteristiche modalità di convergenzo,cile 

viene anche chiamata convergenza "a rognatelo",di cui abbiamo deU o 

or ora. 

Si osserverà (acilmente che lo figura stessa traduce un caso 

particolal'e,quello cioè in cui la radice o<. della equazione (1) conduce 

a wlori pOS/Llvl delle due funzioni , e g. Tuttavia è facile convincersi 

del (atto che queste circostanze particolari non influiscono sulle modalità 

della dtmostrazione l ' l'di",a CUI VQ l ta e fonda la solo sulle ipotesi e sugli 
rvlll4lPi che seguono. 
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Poniamo ora,per n intero naturale qlwlunque : 

• • .. • • • .. <lo 

(23) 

Si ha 

(24)	 y - y = f(~ ,-((x )=

"'oH "l ,UI..,...l. [
 

={ [ 'f (YN-1, >1 - , \f(y....1 ~ • 

Per noti teoremi di Analisi Matematica ( teorema detto del 

"w/or medio" o teoremi collegati )si ha che ,sempre neLle ipotesi ammesse, 

esiste un reale r,compreso tra ~".I e r ~ tale che si abbia: 

(26) r[ijJ (Y~h)]- f[~(y:.J= l~(Y"'+1.)-1fJ(Y"n~&. (·(f) 

~ ancora,sempre per i teoremi sopra rico/'dati,esiste un valore ~ compreso 

tra "f (Y'lt1. ) e iJ (Y.... 1 ) 

tale che sia 

(26) 1j'(Y.,n)-'t(Y...H F'f(l1Xy'l\+l. -y.....~), 
Si avrò. Quindi in definitiva : 

(27) Y~)1",;; (Y"'t).. )1"'t1 'o '0/(1 Jf'{ r)i 
ed in forza delle (7J e della (16) questa relazione prova che le due diffe­

renze: (Y,... -Y", , e (~.l. -Y"+1 ) hanno segno opposto;quindi,
 

se per z"I\ = 'l' (y", )= Cf (Y"".-i )
 

si ha, per esempio g(r", ) > '(~"I >
 
allora per
 

si avrà 

e vtceversa. 
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In coroeguenza delle ù8.tervazioni [aLle 
prJt'(J fa si avrà che i
 

due va lori .r-1l ed X'll+1 sono estremi di un t'l terval!' ..
 
o In CUI e compresa
 

lo radice Il( cerca ta. Vedremo subito che lo (Wl h _ .
 
g ~< W dI questo intervallI)
 

tende a zero al crescere di n, e pertanto che lo
 
procedura di determina­

zione di questi intervalli conduce al miglioramento
 
progressivo delle
 

informazioni che si posseggono. Inw~/'() 8i ilO
 

(28)	 x"'-f1~H == ep (Y~+1)-(f(Y", )== 

== CV [9(,X", ti >] - tf[ g(1'..., l 
In (orzo delle ipotesi e dei teoremi invowLi poco sopra si avrannr) 

quindi due reali; f compreso tra x?l e X.. +i , 7) compreso tra Y1'l ed 

y tali che sia 
'11+1 

(29) .r -:r =(x -:I: )gJ( ~ ) ID' ( 11). J n ro r z a 
"l\tt. ",H. ....~ "" f 7 I
 

del[e (7) e (13) si ha anche qui che le due differenze
 

(x -x ) ed (z",t' -X '1'\ ) hanno segno apposto,e si con.ferma ancora 
,.....~ ""t1 ' 

una volta che lo successione defirita dalla (22) contiene alternativamente 

\olori per difetto e per eccesso di o( jinoltre,dal!e (8) e (J3) si lrae che 

esiste una costante K SOddisfacente alle condizioni: 

(30) 0.( K .( l 

e tale che si abbia, per ogni n : 

(31) Ix'\'l.j.~ -x.,,-tA \~ l.r...+~ -x.. \. K. 

E questa T'€lazlone ,insieme con lo (30),gorontisce lo convergenza della 

3uccessione considero ta. 

c' chiaro che,come abbiamo annuJlcìata,la dimostl'Ozione oro 

. • orto to /IeHa scuola secondaria;SVOLta,o altre equivalentt,non puo essere P 
e una soluzione di compro­

pensiamo tuttavia che l'insegnante possa trovar 

messo, interpre tondo sulla figura i significa ti geome triei deHe ipotesi 

che garantiscono lo val/dità dello conclusione,e ottenendo così anche 

lo scopo di una esercitazione di geometria analitica che può essere uti­

le f t negli schemi abitUllIi degli esercizi 
e DI'Se - ripetiamo - non en ra 

di questo capitolo di matematica. 
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.'
Gli svilUppI del && P

recedente possono essere uLilrnente
.

. e dI
. 

alCWlt
. 

P
rab/emi elementari

. ,e po~~'ono altitoreappll'cali alla so lw:lOn -, 
a con$eguire gll, p' di cl/i si dI

.ce':u ne.'lo introduzione,doe, possonosco I .� 

a iutore a d re ..n'idea non consueLO d Il malemat.ica.�a ",. e a
. ' , d Lo daUa procedura per l

'/ calcoloUn primo esempIO puo es.~ere a� 
dE'Ha radice quadrata di Wl numero N.�
Sia N Wl numero che supporre m

o positivo ed intero.�
Sia A (UI ,�intero che fornisce una valutazIone P

er difetLO della radice 
quadrato di N ;si abbia cioè: t 

(1) l L. N L.. (MI). 
Indicando con I lo soluzione della equazione

'2J(2) (A+~ == N 

si avrò quindi 

(3) 0,,%<1 

e,dalla (2), 

~ &I(4) 2Az + % =: N -A '" B, 
Ponendo ora : 

(5) g(x) == B/(2A + x}
lo equazione (22) del && precedente diventa,in Questo caso:

(6) I == B/(lA +:r ).'11+1 
lYl

Si determinano faci/mente,in que 3Lo caso ,i valori dii Quali le condizioni di 
I per

convergenza della successione definita dalla (6)sono soddisfatte. 

Il lettore può farlo ovviamente per esercizio,e {al" vedere,insede didaltica,H significato geometrico delle condizioni stesse (Cfr fig.2).Qui ci limitiamo o due osservazioni : anzitutto la fWlZione g(x) definitadallo (5) è tale che se lo condizione 
(7) lg'(:r) \ '-l 

è soddl.:lfatto per un valore !. di x essa è soddtsfatta pure per ognI 'VIllaredi:x maggIore di !. ;in secondo luogo,conformemente a quanto già osser­\IO.to nel &.&2 ,l.a espressione ll(mbolica'(N compare nelta formula risolutiva76 
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quadratica,che scriveremo 
nello formo tradizionaledella equazione� 

(4)1 %h + 2Ax - B = O� 

e che coincide con 
la (4) ; ripetiamo che 

tale formula risolutivo non 

costituisce un rimando, con 
zioni razìonoli,del pro bi ma dI

. 
che opera e

rodiddeterminare lo radIce
, «(J le dellA (7) alla procedura ( supposta 

noto) di
, 

ca
l
co

lo del wlore di (ii.
, . si se ue lo procedura diverso

'( logicamente equì\IQlente)QUI Invece 9 ma 
di risolvere direHamen e 

" ne (6) e dì UGI're da questat lo (7) con la successlo� 
risoluzione un valore dì� N. 

Così,per N=30,sì A=B=5 e sipuò assumere ottiene ,facendo
x
• 

=O ,la seguente successione: 

x. =0 

x~ =0,47619 

z: =0.47727
~ 

;r =0,47722343
~ 

%1 =0,47722567
x. =0.47722557� 

x
1-

=0,47722558� 
Pertanto si può scrivere� 

5,4772255U{30<. 5,47722558
Osser\lOzione. 

La successione che abbiamo costruito a partire dalle (6) è conver­gente meno rapidamente della successione classica e ben nota,che conver­ge Q "fN partendo da un wlore approssimato per eccesso ed è definitadalla formula : 

(B) %"+4;::(:r,,, +H~ )/2
Sì O3llervi tuttavia che Questa seconda successione è monotonodecrescenteipertanto l'errore, che si commette accettando un numerorazionale come \lQtore apPTOS$lmato per eccesso del valore '{N: sI deter­mina In modo rel.at!\lQmente meno facUe di quanto non P03SQ7& avvenire 

"··0. 



con la successione di volori SOpra colcr)!ali.per VO/f)ri� 
<:he - Crunl! 8i è�

detto - assegnano lIflO SUC(;~SSiOfl(> eli intervalli d�
ecreSCe71li,in ognuno�

dei quali è contentlto il numero che si cerca.� 

Un secondo eserCÌ zio interessonte de/ll)� 
s~ess{) li[l<J può e.~serE'


escogitato cercando di approssimare l'irrazionale ~f7:

V N con UIlO macclli­

netta che permetta soltanlo il cal<:olo deHa� radice quadralo./l1vE'ro in�
questo caso si tratta di risolvere l'equozione

"3
(9) x = N 

che può essere scritta nella {orma: 

(lO) X = VN/I 

Si può identificare un algoritmo del tipo eli quello costruilo ilei && prece­�

dente ,prendendo� 

(11) {(I)=I g(:r.)= VN/x 
e costruire una successione definìta dalla equazione alle differenze finite; 

(12) ~+1 = VN/X?t 

Si verifica che le condìzioni di cOT1vergen.a sono soddi!J{alte 

in ognI intervallo contenuto nella semiretta definiLo dallo condizione 

(13) X'/{N/2 i 

penanto uno valutazione approssimata del numero cercato permette 

di scegliere un valore di partenza che dia luogo allo eOllvergell=o della 

successione. 

Prendendo per esempio N=30 ed 7:~ = 3 si ottiene lo successi01le seguente: 

X o =3 

.Ti =3,16227766 

.T1.. =3,080070288� 

7: =3,120903309�
3 

:1:
4 

=3,100419577� 

r 
s 

=3,110644582� 

x =3,108085174
1­
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x =3, 1068D62,S9
J 

x =3,107445651
J� 

x =3,107125938� 
~. 

x =3,1072855791�
1\ 

;r =3,107205863�
it 

X,3 =3,107245827� 

X =3,107225845
1~ 

x =3.107235836
IS 

Pertanto potremo scrìvere : ~ 

3.10722.( r;; Z 3,10723 

Anche in questo caso, come in quella precedente,potremmo osser­

vere che lo successione de finita daIla (12) non e" la solo che ammette

r; come limite (sotto determinate condizionO.Sì può per esempio scri­

vere lo (9) sotto la (orma 
f

(13) x =:r N 

e pertanto costruire la successione definito dalla equazione alle differen­

ze [inite 

(4) 

Tuttavia è (aclle constatare che 1.0 successione così definita 
è monotono;crescente se si parte da un valore approssimato per difetto, 
decrescente se si parte da un \X110re approssimato per eccesso;quindi 
per la determinazione dell'errore che si camme tte si possono ripe tere 
l.e considerazioni che già abbiamo svolto in relazione all'esempio pre­
cedente. 

Comunque,anche lo utilizzazione della successione così definIta
potrà costituire uno spunto didattico forse interessante per l'insegnante
dte sappia :lfruttarlo. 
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_
" Abbiamo osservato� che il procedime"t'. 
Do "v espos to ne l 
1".& 8 può apparire molto parUcolare;esso tuttavia può essere applicato 

a molti interessanti problemi di geome tria e di algebra. Daremo nel presente 

&& Ull esempio di appJicazione del procedimento esposto od un problema 

geometrico clossico,che -come è noto- non ammette /a risoluzione con 

riga e compasso :precisamente ci proponiamo di calco/are le funzione 

trigonometriche deil'angolo di 360o/7,che ~ l'angolo al centro del poli­

gono convesso regolare di 7 lati. 

La impostazione della equazione algebrica relativa a questo 

problema richiede soltanto lo conoscenza della trigonometria elementare. 

Poniamo infatti: 

e sia 

(1) r=cos O( 

le formule di addizione danno� 
l� 

(2) cas 3 cl. = 4x -3;r 

le� formule di duplicazione danno� 
l' t­

(3)� CDS 4 eX. = BI -tu + l . 

t i due valori dati dalle (or­Nella ipotesi che o( abbia il valore cerca o� 
' 3)" vrà quindi l'equazione:�mule precedenti coincidono (Cfr f Ig ,Sl a 

(4) tu* - 4x3 - là.2. + 3r + 1 = O 

Questa� equazione ha la radice banale r=J.� 

. ttìene'�Liberata l'equazione da questa radice s! o . 

(5)� ai + 4;r~ - 4x - l = o . 
sì accerta analizzando 

Questa ha certamente una radice positiva,come� 

, 'anale intera di x che è al primo�
il comportamento della funztOne raZI� 

membro della equazione stessa. portiamo ora : 

(6) Y =2;r 

SOStituendo nella (5) si ottiene: 
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(7) .; + l - 2y - 1 o 
ponendo nella (7) 

(8) Y = z - 1/3 

si ottiene 
l 

(9) 27 z - 63 z - 7 = O 

ed infine ponendo� 

(lO) ti = lz� 

si arrivo alla equa zlone� 

3� 
(11J u - 21u - 7 = o.� 

(~llesta equQzione può essere scritta nella {orma;� 

(12) u 
~ 

= 21 + 7/u 

Il ciò suggerisce di costl'uire lo successione definiLa dalla equa=iollB 01110' 

(Urrerenze finite 

(13) ti = l/ 21 + 7/u
61\+~ y .~ 

Partendo da Wl valore per eCCl?SSO del/a radice deLla (J I), e ponenc)rJ 

p'!r esempio u. = 5 si ottiene, con l'algoritmo esposto MI 6. 6; 

4,74093881 <.. u <.. 4,74093882 

l! tenendo conto delle (10), (8), (Ii), si ottiene per lo roelicl? positi\'O del/a 

equazione (5) l'intervallo: 

(14) 0,6234898 ~ x ~ 0,6234899 . 

Per oltri problemi le cui soluzioni si possono appros,<imare con 

le macçhinette, e offrono quindi dc>gli spunti moltO intert?ssanLi per la 

d'd t ' , 't omparsa sul n. 2 (aprile)
l (] tlca, rimandiamo ail'articolo di P. Canel a, c 

1982 ' ' , 'I procedilJlento semplicis­
dI questa stesso rivista, in CUI Si espolle I 

, " ..,) llpprossimore il vQlore?
S!ma (attnbULto al cardinale N/çcolo Cusano ppr 

ocedure del l ipo
di Pi greco con strumenti elemenLari di calcolo e pr 

eH quelle da noi qui esposte. 
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